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Ludwik Btyszczak O fraktalach

Algorytmy przyrody

Fraktale? Co to takiego?

Wypada zaczaé¢ od matematyki, bo — najkrécej rzecz ujmujac — frak-
tale to skomplikowane geometryczne obiekty. Wiele jest ich matema-
tycznych definicji. Jedna z najbardziej zwieztych podal w swojej ksiazce
Fraktale i chaos profesor Jacek Kudrewicz: Fraktalem na plaszczyZnie
nazywamy dowolny niepusty © zwarty podzbior plaszczyzny X.

Nie mam zamiaru zanudzaé Ci¢ tutaj matematycznymi wywodami.
Skupie sie tylko na trzech wtasnosciach, ktére czynia z fraktali twory
naprawde przedziwne.

Po pierwsze. Fraktal nie rodzi sie ze wzoru matematycznego, ale okre-
$la go pewna zalezno$¢ rekurencyjna. Jest dzieckiem funkcji iteracyjnej —
zbiorem, ktéry powstaje przez wielokrotne powtarzanie (iterowanie) $ci-
stych algorytméw matematycznych. Wynik poszczegdlnego algorytmu
zostaje dodany jako warto$¢ do kolejnego powtérzenia, itd. Im wiecej
takich powtérzen-iteracji, tym nasz fraktal nabiera bardziej pelnokrwi-
stych, wyrazistych ksztaltéw. Niekiedy liczba iteracji moze zamykaé sie
w milionach albo nawet miliardach. Dlatego geometria fraktalna mogta
sie rozwina¢ dopiero wtedy, gdy nastala era komputeréw o wystarczaja-
co sprawnych i szybkich procesorach.

Po drugie. Fraktal cechuje sie samopodobienstwem. Wltasnosé ta
oznacza, ze dowolny fragment fraktala w dowolnym powiekszeniu przy-
pomina w jakims stopniu inne jego fragmenty albo calg strukture. Do-
brym tego przykladem sa fraktale afiniczne, np. papro¢ Barnsleya.

Po trzecie. Fraktal ma wymiar utamkowy — zawierajacy sie np. mie-
dzy 0 a 1. Nie jest krzywa, dwuwymiarowa powierzchnia ani trzywymia-
rowa bryla. Nie jest wiec figura geometryczng w znaczeniu klasycznej
geometrii euklidesowej. Nasze myS$lenie tak przywykto do tej geometrii,

. —



Ludwik Btyszczak O fraktalach

ze trudno nam sobie wyobrazi¢, iz jaka$ matematyczna struktura moze
juz nie by¢ linia, a jeszcze nie mie¢ pelnych cech powierzchni. Majac na
uwadze te wlasno$é¢, Benoit Mandelbrot — ojciec teorii fraktali — wymy-
slit stowo fraktal pochodzace od tacinskiego stowa fractus, ktére wlasnie
oznacza ulamkowy, czgstkowy, czesciowy, zlamany.

il. 1: papro¢ Barnsleya

7 fraktalami stykal sie cztowiek — nie zdajac sobie z tego sprawy —
od zarania swojej historii. Nie moglo by¢ inaczej, bo po prostu w calej
przyrodzie, a zwlaszcza w przyrodzie ozywionej, wszechobecne sg struk-
tury fraktalne o nieogarnionej ztozonosci i réznorodnosci. Rosliny rosnac,
wypuszczajac pedy, liscie i kwiaty, realizuja w swoich rozwijajacych sie
ksztaltach pewne fraktalne algorytmy. Tak samo czynig slimaki budujac
spiralne — prawie zawsze prawoskretne — muszle. Fraktalnymi formami
sa np. ptasie pidra, desenie na skérze krokodyla, nasze linie papilar-
ne, fale piasku na pustyni, uktady chmur czy spirale galaktyk i obszary
mglawic. Wtasnie na podstawie takich form ludzie budowali i rozwijali
wlasne wyczucie piekna — ludzka estetyke. Swiadcza o tym wzory ry-
te i malowane na prehistorycznych rzezbach i naczyniach, réznorodne
ornamenty roélinno-geometryczne zdobigce $ciany Swigtyn najstarszych
cywilizacji, bogata ornamentyka perskich dywanéw, buddyjskie wielo-
barwne mandale albo jawajskie tkaniny zdobione technikg batiku.

Przeczuwajac, ze cata rzeczywisto$¢ jest bytem o fraktalnych ce-
chach, ze wszelkie elementy rzeczywistosci przenikaja sie wzajemnie, sg
od siebie zalezne, i ze cato$¢ wszechswiata w jaki$ przedziwny, mistyczny
sposob zawiera sie w kazdym jego fragmencie, wielu myslicieli, filozoféw,
poetow odkrywato uniwersalne systemy religijne, tworzylto wielkie filo-
zofie i rozwijalo poetycka mistyke. Zeby sie o tym przekonaé, wystarczy
si¢ zaglebi¢ w filozofie buddyjska, pozna¢ gléwne idee hinduizmu albo
siegnaé¢ po twoérczosé wybitnego angielskiego poety, malarza i rytownika
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doby romantyzmu — Williama Blake’a.

Do $wiata Sciste] matematyki fraktale trafity dopiero na przetomie
XIX i XX wieku, chociaz nikt ich wtedy fraktalami nie nazywal i trakto-
wano je jako niepowazne geometryczne ciekawostki, matematyczne dzi-
wolagi, ktore ktéca sie z porzadkiem Euklidesa. Najbardziej znane z nich
to: zbiér Cantora, $niezynka von Kocha, dywan Sierpinskiego i tréjkat
Sierpinskiego. Obecnie zaliczane sg do fraktali klasycznych. Duze zna-
czenie dla nastepnych naukowych rozwazan mialy fraktale brzegowe,
ktére w okresie I Wojny Swiatowej badal francuski matematyk Gaston
Maurice Julia (1893 — 1978), a ktére pdzniej zostaly nazwane — na jego
czesé — zbiorami Julii.

il. 3: zbior Julii



Ludwik Btyszczak O fraktalach

Jednak wyjatkowy rozwdj geometrii fraktalnej nastapit w drugiej
polowie XX wieku dzieki osiggnieciom Benoit Mandelbrota — wybitnego
francuskiego matematyka, pochodzenia polskiego. Mandelbrot — opiera-
jac sie m.in. na pracach Gastona Julii — zaczal po nowatorsku badaé
pewne wielomiany kwadratowe, mianowicie jako pierwszy uzyt do tego
najnowoczesniejszych wéwczas komputeréw. Okoto roku 1979, iterujac
na komputerze IBM jeden z prostych wielomianéw Z = Z2 + C, odkryl
zbioér, ktéry szybko stal sie najstynniejszym fraktalem. Wkrotce bowiem
zrozumiano, ze jest to zdumiewajaco pigkny oraz najbardziej skompli-
kowany obiekt ogladany przez czlowieka.

il. 4: zbior Mandelbrota

O niezwyklosci tego fraktala najlepiej przekonaé sie samemu, prze-
gladajac go i powigkszajac w odpowiednim programie komputerowym.
Mozesz bowiem nieskonczenie powiekszaé obszar zbioru Mandelbrota
i zawsze gdzie$ spotkasz forme jego calosci, otoczong — za kazdym razem
innym — systemem deseni i wypustek. Co ta forma przypomina? Jedni
widza w niej zuka, inni — jakis fantastyczny iS¢, a niektérym, réwniez
i mi, przywodzi na mysl posta¢ Buddy pograzonego w kontemplacji.

Zachecam do samodzielnych wedréwek po fraktalnym wszech$wiecie
pelnym coraz to nowych przejawéw matematycznej harmonii oraz skta-
niajacym do wielu dziwnych, mistycznych przemyslen. Spotkasz w nim
fantastyczne kwiaty, drzewa, rozety, mandale oraz niepowtarzalne oni-
ryczne desenie, a czasem stwory takie jak ten nazwany przeze mnie ma-
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tematyczng komorkg. Schwytalem go, powigkszajac pewne wspotrzedne
zbioru Mandelbrota do rozmiaréw wrecz astronomicznych, bo okoto 18
000 000 000 000 000 razy. Prawda, ze przypomina jakas niesamowita
forme zycia?

il. 5: matematyczna komdérka

Jak rozpoczaé taka wyprawe? Czym sie postuzy¢? W Internecie znaj-
dziesz wiele dobrych — bezptatnych i komercyjnych — generatoréw frak-
tali. Jednym z lepszych i darmowych jest Fraqtive — aplikacja stworzona
przez utalentowanego programiste Michata Mecinskiego. Program pra-
cuje w systemach Windows, Mac OS, Linux i BSD. Znajdziemy w nim
wszystkie podstawowe funkcje potrzebne do wygodnego generowania,
przegladania i graficznego utrwalania fraktalnego swiata. Interfejs pro-
gramu zostal wprawdzie napisany po angielsku, ale jest tak jasny i in-
tuicyjny, ze nikomu nie powinien sprawi¢ ktopotow.

Jedli jednak chcesz mieé jeszcze wiekszy wplyw na generowanie frak-
tali i tworzenie grafik fraktalnych, mozesz zakupi¢ licencje na program
Ultra Fractal — jeden z najlepszych w swojej klasie. Jego twoérca jest
Holender — Frederik Slijkerman. Aplikacja ma naprawde duze mozliwo-
$ci — pozwala m.in. na laczenie wielu warstw graficznych oraz tworzenie
wtasnych formut fraktalnych. Dziala w réznych wersjach systemu Win-
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dows, ale rowniez da si¢ uruchomié¢ pod Linuxem — w emulatorze WINE
albo w maszynie wirtualnej VMware. Obstuga Ultra Fractala nalezy do
réwnie intuicyjnych jak w przypadku programu Fragtive.

Ale pamietaj... Przemierzajac nieskonczone fraktalne przestrzenie,
warto uwazaé, zeby sie zanadto w tej wedréwce nie zatracié¢, nie zapedzié
zbyt gleboko... Madry podréznik zawsze wie, kiedy nalezy wrédci¢ do
wlasnej chaty. Zreszta wcale nie trzeba wychodzi¢ z domu, aby spotkaé
fraktale. Przeciez juz starozytni medrcy nauczali, ze kazdy z nas nosi
w sobie odbicie calego Wszechswiata.


https://www.winehq.org
https://www.vmware.com
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Benoit Mandelbrot

Klucz do nieskoniczonego ogrodu fraktali odnalazt francuski mate-
matyk — Benoit Mandelbrot.

il. 6: Benoit Mandelbrot na fotografii z roku 1997

Urodzit sie 20 listopada 1924 roku w Warszawie, w rodzinie litew-
skich wyksztalconych Zydéw. Jego ojciec pracowal jako kupiec w branzy
tekstylnej, a matka byla dentystka. Wielki wplyw na rozwdj mlodzien-
czych matematycznych zainteresowan przysztego uczonego mial jego wuj
— wybitny matematyk Szolem Mandelbrojt (1899 — 1983).

W 1936 roku Mandelbrotowie wyemigrowali do Francji i zamiesz-
kali w Paryzu, gdzie mieszkal juz Szolem Mandelbrojt. Okres hitlerow-
skich przesladowan rodzina przetrwala na francuskiej prowincji — w mie-
$cie Tulle. Ukrywajac zydowskie pochodzenie, nastoletni Benoit przez
pewien czas uczyt sie §lusarstwa. Okupacja sprawila, ze podstawowa
szkolna wiedze zdobywal bardzo nieregularnie. Jednak w gronie jego na-
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uczycieli, z ktérymi laczyla go prawdziwa przyjazn, znalazlo sie wiele
owczesnych naukowych staw, réwniez rzuconych do Tulle przez wojenna
zawieruche. Dzieki takim nauczycielom oraz wlasnym zdolnosciom udato
mu sie zdoby¢ podstawowe wyksztalcenie, chociaz — jak sam wspomina
— nigdy nie nauczy! sie alfabetu ani mnozenia powyzej pieciu.

Po wyzwoleniu postanowﬂ kontynuowac nauke. Po studiach w Lyonie
ukoniczyt w Paryzu Ecole Normale i Ecole Polytechnique. Doktorat z ma-
tematyki obronit na Université de Paris. W latach 1949 — 1957 pracowat
w Centre National de la Recherche Scientifique w Paryzu, a nastepnie
na Uniwersytecie w Lille.

W 1958 roku Mandelbrot przeniést sie do USA. Pracujac w dziale
naukowo-badawczym firmy IBM (IBM Thomas J. Watson Research Cen-
ter) wpadl w latach siedemdziesiatych dwudziestego wieku na pomyst,
zeby wykorzysta¢ komputery do badania zachowania sie iteracji pew-
nych funkcji zespolonych, ktérymi wcze$niej zajmowali sie dwaj wybit-
ni francuscy matematycy — Gaston Julia i Pierre Fatou. Wygenerowane
w ten sposéb przedziwne zbiory nazwal fraktalami. W nastepnych latach
— coraz doglebniej badajac fraktale — rozwingl nowy dzial geometrii —
geometrie fraktalng i stworzyl spdjna teorie fraktali.

W roku 2003 za osiagniecia w dziedzinie geometrii fraktalnej otrzy-
mal prestizowa japonska Nagrode Nobla (Japan Prize for Science and
Technology). W dniu 10 maja 2005 roku odebral w Warszawie Medal
im. Wactawa Sierpinskiego przyznawany przez Oddzial Warszawski Pol-
skiego Towarzystwa Matematycznego i Uniwersytet Warszawski.

Od roku 1993 Benoit Mandelbrot byl honorowym cztonkiem IBM
Thomas J. Watson Research Center, a od roku 1999 pracowal jako pro-
fesor nauk matematycznych na Wydziale Matematyki Uniwersytetu Yale
(Yale Mathematics Department).

Benoit Mandelbrot zmart 14 pazdziernika 2010 roku w hospicjum
w Cambridge (Massachusetts) na raka trzustki.

Nalezal do tych wyjatkowych naukowcéw-odkrywcéw, ktérzy swo-
je osiagniecia zawdzieczajg nie tylko wytezonej pracy i solidnej wiedzy,
ale przede wszystkim niezwyklej intuicji polaczonej z zawsze mtodzien-
cza wyobraznia. Odkrycia tych uczonych sa poczatkowo lekcewazone,
a nawet wySmiewane przez powazny Swiat nauki. Jednak wkrétce i nie-
uchronnie ujawniaja one swoja bezcenna wartosé, a horyzonty ich ogdl-
noludzkiej przydatnoéci zdaja sie nie mieé granic.
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Moje fraktale

7 fraktalami — zupelnie sobie tego nie u$wiadamiajac — spotykatem
sig¢ juz w dziecinstwie. Gdy w wyniku intensywnej rehabilitacji nauczy-
tem sie dos¢ sprawnie chodzié¢, opuszczalem z tatg nasze miasteczko, zeby
odkrywaé przyrode okolicznych tak, pdl i laséw. Czesto doskwieral nam
letni upal, suchy kurz gliniastych $ciezek mieszal sie z potem na twarzy,
a czasem przemierzaliémy prawdziwe chaszcze zaro$niete dzikimi mali-
nami, jezynami, topianami i rdestowcami. Trud tych pieszych eskapad
byl w pelni wynagradzany odpoczynkiem wérdéd lesnych paproci, pod-
patrywaniem zaby o skérze pokrytej tadnym deseniem, podgladaniem
wielkiej wazki, ktora przysiadta na kwiatostanie barszczu w towarzy-
stwie chrzaszczy potyskujacych bursztynem i szmaragdem, czy mozli-
woscig tagodnego zdmuchniecia motyla, ktory wysaczal nektar z kwiatu
ostu, a ktéry odlatujac ukazywal duze szafirowe oczy wymalowane na
skrzydtach, migajace w stoncu jak spojrzenie zaczarowanej ksiezniczki.

Taty juz nie byto na tym $wiecie, kiedy zaczalem poznawaé kom-
putery. W Internecie trafitem na odkrycie Mandelbrota, uruchomitem
generator fraktali i oto znalaztem si¢ w przedziwnym matematycznym
ogrodzie, ktéry nie ma granic. To, co w nim ujrzalem, wydalo mi sie
jednak znajome — jawilo sie jako osobliwe odbicie, doskonala matema-
tyczna transpozycja tych wszystkich przyrodniczych ksztaltéow, ktore
fascynowaly mnie podczas chlopiecych — polnych i leénych — wedréowek.
No i prowokowalo do réwnie osobliwych pytan.

Co mnie najbardziej fascynuje we fraktalach? Przede wszystkim to,
ze 83 one obszarem, gdzie matematyka — tak pozornie martwa i lodowata
—styka sie i przeplata z fenomenem zycia, tkajac piekno jego form wedlug
wlasnych $cistych regul.

W tej broszurce znajdziesz moje spojrzenia na teoretycznie nieskon-
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czony ogrod fraktali. Cheac pokazaé¢ Ci jego niezwykla harmonie, sta-
ratem si¢ w jak najmniejszym stopniu ingerowaé graficznie w powstale
obrazy, a jako pedzla uzywaé tylko matematycznych algorytméw.

Jezeli zawarte tu informacje i grafiki zainspirujg Cie do zadawania
nowych, dziwnych i odwaznych pytan, jezeli zacheca do filozoficznych
rozwazan i skierujg na Twoje wtasne odkrywcze wyprawy do fraktalnego
Swiata, bede méglt powiedzieé, ze warto je bylo udostepnic.
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Matla galeria autora

il. 7: Medytacja
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il. 8: Archaniol
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il. 9: Kropla
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il. 10: Lira aniotéw
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il. 11: Mandala ksiezycowego ogrodu
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il. 12: Planeta fiolkow
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il. 13: Koralowe drzewo
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il. 14: Pinia
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il. 15: Nocny pejzaz na planecie KPY-347LV-CS4
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il. 16: Morze
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il. 17: Most przez niebo
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il. 18: Kolumny Ramzesa
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il. 19: Galaktyka
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il. 20: Pisanka
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il. 21: Witraz
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il. 22: Psychodeliczna rozeta
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il. 23: Kotara
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il. 24: Strefa jedwabiu
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il. 25: Kwiat Salomona
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il. 26: Pdlnocny ogrod
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il. 27: Girlanda
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il. 28: Drzewo Stotrica
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